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Uber eine den Maxwell-Gleichungen analoge Darstellung
der Einstein’schen Feldgleichungen der Gravitation
und ihre Anwendung

Von H. Dennenx *

Aus dem Institut fiir theoretische Physik der Universitdat Freiburg
(Z. Naturforschg. 17 a, 18—30 [1962] ; eingegangen am 6. Juli 1961)

Es wird gezeigt, dal} sich die Einsteinschen Feldgleichungen des metrischen Feldes fiir die Kom-
ponenten gy, unter Auszeichnung der Zeitkoordinate in eine Form bringen lassen, welche den Max-
werL-Gleichungen weitgehend analog ist. Die den Maxwerischen Feldintensititen € und B analogen
FeldgroBen beschreiben das Newronsche Gravitationsfeld und das durch die Stromung der Materie
erzeugte Corroris- und Zentrifugalfeld. Inshesondere gilt der Satz, daf} in einer raumlich geschlosse-
nen Welt das Corrouis- und Zentrifugalfeld ausschliefflich durch die Impulsdichte der Materie (und
des Gravitationsfeldes) erzeugt wird, wie es das Macusche Prinzip erwarten ldfit. Als Anwendung
unserer Untersuchung wird die langsam rotierende Fliissigkeitskugel behandelt.

Es ist neuerdings gezeigt worden, daf} in den sta-
tiondren Raumen der allgemeinen Relativititstheorie
(in denen die Gravitationspotentiale g.» unabhingig
von der Zeit sind) das auftretende Corroris-Feld
eine weitgehende Analogie mit einem stationdren
Magnetfeld aufweist 173, Die Corioris-Kraft hat die
Gestalt einer Lorentz-Kraft und das Corrovis-Feld
selbst gehorcht denselben Gesetzen wie ein Magnet-
feld (V-Feld) in der Elektrodynamik; d.h. es lafit
sich aus einem Vektorpotential durch Rotationsbil-
dung ableiten und es existiert ferner ein Analogon
zum Bror—Savarrschen Gesetz. Andererseits ist die
Analogie zwischen statischem Gravitationsfeld und
statischem elektrischen Feld lidngst bekannt.

Die vorliegende Arbeit verfolgt das Ziel. diese
Analogien auf nicht-stationire Ridume auszudehnen.
in denen die g. von der Zeit ¢ abhidngen. Dem ent-
spricht in der Elektrodynamik der Ubergang von
statischen und stationdren Feldern zu nicht-stationi-
den Feldern, d. h. der Ubergang vom Couromsschen
und Bror—Savartschen Gesetz zu den MaxwerL-Glei-
chungen. Diesen Analogien entsprechend ist zu er-
warten, dall neben dem B-Feld zur Beschreibung des
Corrovris-Feldes allgemein auch ein €-Feld im Sinne
der MaxweLL-Gleichungen auftritt. und es ist zu fra-
gen, welche Bedeutung diesem im Einzelfall zu-
kommt. Ferner ist zu vermuten, daf} auch den den
QuantitiitsgroBen des elektromagnetischen Feldes [)
und D (Mie) entsprechenden Feldgroflen in der
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Gravitationstheorie eine Bedeutung zuféllt und daf}
die Verkniipfung dieser Groflen untereinander und
mit der Stromung der Materie (entsprechend der
elektrischen Stromdichte) dem System der MaxweLL-
Gleichungen analog ist.

Unsere Absicht ist demnach, von der gewohn-
lichen tensoriellen Gravitationstheorie eine vekto-
rielle Theorie in Analogie zur MaxweLLschen Elek-
trodynamik abzutrennen. Dazu spalten wir die vier-
dimensionale Welt von vornherein in Raum und Zeit
auf und lassen keine Transformationen mehr zu. die
Raum und Zeit ineinander iiberfiihren wiirden. Die
drei Raumkoordinaten 2 sollen sich also nur noch

unter sich transformieren *

: 2! =2/ (&/). Ferner moge
die Zeit t =2*/c keiner Transformation mehr unter-
worfen werden? (2* =z*). Daraufthin fassen wir die
vier verschiedenen zeitlichen (kovarianten) Kompo-
nenten 74, der tiblichen Tensoren 2. Stufe zu ,,vektor-
artigen” Gebilden zusammen. Diese Grollen zerfal-
len bei der getroffenen Einschrinkung der moglichen
Koordinatentransformationen in einen raumlichen
Dreiervektor und einen Skalar. Wir werden es je-
doch meistens bequem finden, an der Viererschreib-
weise dulerlich festzuhalten.

Die allein zugelassenen Transformationen der
drei Raumkoordinaten unter sich bilden demnach
eine sehr beschrinkte Gruppe; selbst Lorextz-Trans-
formationen sind nicht zuldssig. Wir haben vielmehr
dhnliche Verhaltnisse wie in der vor-relativistischen

4 Griechische Indizes laufen im folgenden von 1 bis 4, latei-
nische von 1 bis 3.

5 Eigentlich sind fiir die Zeit sogenannte Eichtransformatio-
nen 2*=3i*+h (&) zugelassen.
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Elektrodynamik bei Zugrundelegung von Koordina-
tensystemen. die gegeneinander keine Bewegung auf-
weisen (und fir die daher auch 2*=z* ist). Ent-
sprechend der &lteren Elektrodynamik. in welche die
Lorentz-Transformationen noch nicht einbezogen
waren, ist der Zweck unserer Darstellung. die Uber-
sicht iiber die wesentlichen Probleme der Gravitation
zu erleichtern.

1. Bewegungsgleichungen und Definition
der Feldintensititen

Wir legen den folgenden Uberlegungen das Linien-
element der metrischen Gravitationstheorie zugrunde,
das wir unter Aufspaltung in Raum und Zeit folgen-
dermafBen schreiben ©:

ds? = gu d2* dz¥ = — do® + d7?,

84m &4n
—do? = 7mn da™ da”, Vmn=8mn— — .
844
S B4u 8 1
d2 =t do A, = S8 (1)
14

Zuniachst untersuchen wir die Bewegungsgleichung
eines Probekorpers gemif} dieser Metrik, wobei sich
der Lacrancesche Formalismus als besonders ge-
eignet erweist. Dabei heben wir unter den auftreten-
den Kriaften diejenigen hervor, die ersichtlich eine
Analogie zur Elektrodynamik aufweisen; demgemal}
soll die Definition der FeldgroBen € und B fest-

gesetzt werden.

Die Bewegungsgleichungen ergeben sich aus dem
Variationsprinzip (fiir die ,kraftefreie“ Tragheits-
bewegung)

o [ds=0. (2

Sie lauten also, wenn wir die Zeit ¢ als Parameter
benutzen (EviLer—Lacrancesche Diff.-Gln.),

4 3L 3L
A dik T gk (3)

mit L=ds/dt=Vpmn ™ " + £y 2 3" . (4)

% Wir benutzen die Exsteinsche Summenregel. Die Vorzei-
chen sollen so gewiihlt sein, daB ds/dt reell ist. Wegen der
Aufspaltung in Raum und Zeit s. z. B. C. Morier, The
Theory of Relativity, Oxford University Press, Oxford
1960, S. 237 fi.

“ Die gewohnlichen partiellen Ableitungen nach den Ko-
ordinaten werden im folgenden durch einen entsprechen-
den Index mit vorgesetztem Strich gekennzeichnet. Ein In-
dex mit vorgesetztem Doppelstrich bedeutet die kovariante
(partielle) Ableitung nach der entsprechenden Koordinate
beziiglich des vierdimensionalen Raum-Zeit-Kontinuums.

& D/Dt bedeutet die totale kovariante Ableitung nach der

Die Ableitungen dieser Lacrance-Funktion sind7:
aL/axk = (1/2 L) {ymn‘]; 2™ " + Euvlk Z# xu} )

SL/BE* = (/L) {ypn & 4 £} . (e
Damit wird (3) :
:[ { plLo‘c (}’kn " 4 gry x,,)} (3a)

m, ¢ P M T Sl
=( 20L ){/mn-k FPE® 1+ gup T .

Man erhilt hieraus die Bewegungsgleichung in der
tiblichen Gestalt, wenn man einerseits den ersten
Term der rechten Seite auf die linke bringt, anderer-
seits den zweiten Term der linken Seite auf die rechte
heriibernimmt und dort die totale Ableitung nach
der Zeit ausfithrt. Hierdurch ergibt sich 8:

D mg ¢ ) my ¢ -
o S0 g, ==l =0 = BT xxrx
Dz{ E - } ( L)

mlo:i (% Eur|k a” d?v) %

(3b)

my ¢ se
+ g e E
Links steht die zeitliche Anderung des Impulses,
rechts stehen die Krafte, die den Probekorper von
der geodatischen Bewegung im dreidimensionalen
Raum ablenken.

Wir wollen uns nun auf schwache Kraftfelder be-
schrianken, d.h. in der Bewegungsgleichung (3b)
die in gy; quadratischen Glieder vernachlassigen.
Dann erhalten wir ?:

D my ¢ ~n myc\ .u
—_— 0y BT ; | @
Dt { I Vkn } Cgu( I )“

— ( Ezi) {c(gaipn — 8arii) T+ c* (3 gaax — gaxia) J -

(3¢c)

Diese Bewegungsgleichung vergleichen wir jetzt mit
derjenigen, der ein elektrisch geladener Probekor-
per der spezifischen Ladung —e/m, in einem elek-
tromagnetischen Feld nach der speziellen Relativi-
tatstheorie gehorcht. Sie ergibt sich aus dem Varia-
tionsprinzip

(5/<moc+ ° @, E‘;E’i)@:o, 2)

Zeit beziiglich des dreidimensionalen Riemaxnschen Rau-
mes. Sie laft sich, angewandt auf einen raumlichen Dreier-
vektor a, schreiben: Da/Dt=a;,;; i”+a|;, wobei mit ; m
die partielle kovariante Ableitung nach 2™ beziiglich des
dreidimensionalen Riemaxnschen Raumes gemeint ist. —
Die Vorzeichen sind in Gl. (3 b) so gewdhlt, dafl die Klam-
mer auf der linken Seite einen positiven Impuls darstellt
[vel. GL (1)].

Im Falle starker Kraftfelder treten zusitzlich noch Krifte
auf, die von der Beschleunigung und vom Quadrat der Ge-
schwindigkeit des Probekorpers abhdngen und zu welchen
es in der Elektrodynamik kein Analogon gibt.

©
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wobei @, die Komponenten des Vierervektors
(2A;. @) zusammenfaBit!®, Die Bewegungsgleichung
selbst soll wieder in der Gestalt der EuLer—
Lacranceschen Diff.-Gln. (3) angesetzt werden.
Lassen wir wie bisher beliebige krummlinige (nicht-
orthogonale) Raumkoordinaten zu, so haben wir
(statt des tiblichen pseudoeuklidischen Linienele-
ments der speziellen Relativitatstheorie)

ds? :gmn da™ dxn+ (d14)27 (1,)
und die zu (2') gehorende Lacrance-Funktion L
lautet bei der Wahl von ¢ als Parameter [entspre-

chend Gl. (4)]:
L=myc ngn a™ ‘in‘f;02 + (e/c) Q')#:'z:"_ (4‘,)

lhre Ableitungen sind. vgl. (4 a) :

1 _ S e )
aa:;‘ = d"Z:;dCr i B = Wi 2"+ e @iy .

o 7’
BT _ il 5. g 8 o (4a’)
ik — ds/dt Skn g

Damit werden die EuLErR—LacrANGEschen Bewegungs-
gleichungen:

d fmecs jn, €9 \ ’

de {dg/dt 8ka T r‘ ‘ka (3 a )
1 = s 13 e i

=5 é?;;l gmnl\'xm z" L p 91,—,;;:8'%-6(;(“;[.

Man gelangt von hier zu der ublichen Darstellung
der Lorenrtz-Kraft. indem man genau so verfdhrt
wie beim Ubergang von (3 a) nach (3b). Es ergibt
sich entsprechend:

my ¢

D = nl
Dt {‘ ds/de 8k % .
= =€ {(%'7; - QIL-M) ‘l: + (o1r— grklai)}-

(3b)

Der Vergleich von (3¢) und (3b’) legt unmittel-
bar nahe. die Komponenten gi. des metrischen Fel-
des zu einem Viererpotential @, analog dem der
Elektrodynamik zusammenzufassen. Welche Bedeu-
tung den zugehorigen Feldern dann zufallt. soll jetzt
untersucht werden.

19 Um die Analogie zur Gravitationstheorie nicht unnétig mit
Vorzeichenfragen zu belasten, haben wir die Ladung des
Probekorpers als negativ angenommen. Aus demselben
Grund haben wir in @, fiir das negative elektrische Poten-
tial 4@ eingefiihrt. Dann lautet die Potentialgleichung
A@p=4 a7 (y=riumliche Ladungsdichte) und stimmt mit
derjenigen der Newroxschen Gravitationstheorie (bis auf
die Gravitationskonstante) tiberein.

Fiir die zentralsymmetrische ScawarzscuiLpsche Vakuum-
losung ist hiernach in linearer Niherung:

m=my(1+3% f2—06/c?),

11

Der in den Bewegungsgleichungen auftretende
Faktor
_ myc my ¢

ds/dt E

bedeutet die trige bzw. schwere Masse des Probe-
korpers 1. Der erste Term der rechten Seite von
(3 ¢) ist somit eine Kraft, die auf der Anderung
der Trigheit des Korpers wihrend der Bewegung
beruht (im Sinne des Einsteinschen Prinzips der
Relativitdt der Tragheit!*13). Dal} eine analoge
Kraft in (3b) nicht auftritt, liegt daran, daB} die
elektrische Ladung des Probekorpers im Gegensatz
zur Masse unverédnderlich ist.

Die iibrigen Krifte in den beiden Gleichungen
entsprechen sich nunmehr vollkommen. In (3b’)
steht die bekannte Lorentz-Kraft; dieser entspricht
in (3¢):

=Mm C(g-li k= g.xk'i)i”i —m 6‘2(% 844k — g4/;'4) . ()

Die erste Klammer ist die von der Geschwindigkeit
des Probekérpers linear abhdngende Coriovris-Kraft:
Sie hat die Gestalt einer Lorentz-Kraft, bei der das
B-Feld durch Rotationsbildung aus dem ,,Vektor-
potential“ gy; hervorgeht (vgl. 2, S.161) :

B =c>rot gy; . (6)

Das B-Feld wirkt demnach auf einen Probekérper
so ein. wie wenn in der gewohnlichen Mechanik eine
Winkelgeschwindigkeit

= —(1/2¢) B

des Bezugssystems gegen ein Inertialsystem vorhan-
den wire.

Die zweite Klammer von (5) hat die Gestalt des
elektrischen Anteils der Lorentz-Kraft. Wir wollen
deshalb auch hier von einem E-Feld sprechen und

definieren:
Cr = (gl — 8ur1) » (7)

wobei wir den Faktor % bei gy aus Symmetrie-
griinden nicht in die Definition des €-Feldes auf-
nehmen ¥, Damit lift sich das vereinigte €, B-Feld

() = Newtoxsches Gravitationspotential). Die Trigheit
eines Korpers nimmt also bei Anndherung an ein Gravita-
tionszentrum zu, ganz im Sinne des Eixstein—Macuschen
Prinzips der Relativitat der Tragheit.

12 A, Emvsteiy, Grundziige der Relativititstheorie, Verlag Vie-
weg, Braunschweig 1956, S. 64.

13 H. Denxeys, H. Host u. K. Westeranr, Ann. Phys., Lpz. (7)
6. 370 [1960].

4 Der hier unberiicksichtigte Faktor 3 wird an spiiterer
Stelle, nimlich in der Potentialgleichung des €-Feldes,
wieder auftauchen [siehe Gl. (29 a)].



DARSTELLUNG DER EINSTEINSCHEN FELDGLEICHUNGEN 21

wie in der gewchnlichen Elektrodynamik durch Ro-
tationsbildung aus dem ,,Viererpotential“ (vgl. Ein-
leitung)

¢u202g4_u (8)

herleiten, und zwar ist

%uv = = %v_u = ROt‘uv D . (9)

Da sich bei einer stationdren Metrik aus gssx
auBler den Newronschen Gravitationskraften auch
noch (die von der Geschwindigkeit des Probekorpers
unabhingigen) Zentrifugalkrifte ergeben® 3, ent-
spricht unser €-Feld (7) sowohl dem Newroxschen
Gravitationsfeld als auch einem Zentrifugalfeld. Es
ist jedoch nicht immer moglich, zwischen diesen bei-
den Feldern zu unterscheiden. Nur bei stationdrer
Bewegung ldf3t sich ein Zentrifugalfeld vom Gravita-
tionsfeld als eine besondere Feldart abspalten. Sonst
sind beide Felder zu einer Einheit (E-Feld) ver-
schmolzen. Auflerdem enthilt das ©-Feld im nicht-
stationdren Fall noch eine Komponente, die von der
zeitlichen Anderung des Vektorpotentials (bei Mas-
senbeschleunigungen) herriihrt, auch dies analog den
Verhiltnissen in der Elektrodynamik bei nicht-statio-
nidren Stromen. Diese letzte Komponente wirkt auf
einen Probekorper so ein wie in der gewdhnlichen
Mechanik eine Beschleunigung des Bezugssystems
gegen ein Inertialsystem.

Ein erstes Resultat unserer Uberlegungen liegt
darin, dafl es moglich ist, sdmtliche in der Bewe-
gungsgleichung (3 c¢) enthaltenen Effekte auf eine
verdanderliche Trigheit des Probekérpers und auf
ein Gravitations- und Corroris-Feld (entsprechend
elektrischem und magnetischem Feld) zuriickzufiih-
ren. Diese Effekte sind von EinstEIN bereits vor der
endgiiltigen Fassung der allgemeinen Relativitits-
theorie im Zusammenhang mit der Macuschen Kritik
an der NEwroxschen Mechanik erwartet und néhe-
rungsweise auf Grund der Feldgleichungen der Gra-
vitation berechnet worden 215, Danach nimmt er-
stens die Tragheit eines Korpers bei Anndherung
an groflere Massenansammlungen zu 2, zweitens er-
zeugen rotierende Massen sowohl ein Corrovis-Feld
(*B-Feld), das bewegte Korper im Sinne der Rota-
tion ablenkt, als auch ein radiales Zentrifugalfeld
(C-Feld. entsprechend grad ¢)? 1617, und drittens

15 H. Honw, Phys. Bl. 16, 574 [1960].

16 H. Tuirring, Phys. Z. 19, 33 [1918]; 22, 29 [1921].

17 Cn. Soercer-Fasricius, Z. Phys. 159, 541 [1960].

Die kovarianten Differentialoperationen Rot und Div sind

wirken beschleunigte Massen auf einen in der Néhe
befindlichen Probekiérper in gleichem Sinne be-
schleunigend (G-Feld, entsprechend 3%[/3t).

2. Feldgleichungen

Wir wollen jetzt die Frage erortern, ob zwischen
dem CorioLis-, Zentrifugal- und Gravitations-Feld
(also dem . B-Feld) und den Materiestromen und
der Materiedichte ein dhnlicher Zusammenhang be-
steht wie zwischen dem Magnetfeld, dem elektrischen
Feld und den elektrischen Stromen und Ladungen
gemall den MaxweLL-Gleichungen. Diese lassen sich
in der Form

RotF=0; DivH= (47/c) J

in die allgemeine Relativitatstheorie ubernehmen,
wobei unter Rot und Div die kovarianten Differen-
tialoperationen zu verstehen sind 8. Der Feldvek-
tor § faBt hierin die QuantititsgroBen f) und d des
elektromagnetischen Feldes zusammen 1%, § bedeutet

die Viererstromdichte (7 = rdaumliche Ladungs-
dichte) :

(10)

S: (].1? j29 j35 776) (10 a)

Zunachst ist die erste der Gln. (10) auch fiir das
Gravitations- und Coriovuis-Feld (€, B-Feld) erfiillt,
da der Feldvektor ¥ genau wie in der Elektrodyna-
mik gemal} (9) durch Rotationsbildung aus einem
Viererpotential hervorgeht. Mithin gilt fir das zeit-
lich veranderliche Coriovris-Feld einerseits, das Zen-
trifugal- und Gravitationsfeld andererseits derselbe
Zusammenhang wie fiir die entsprechenden Felder
in der Elektrodynamik gemafl dem Farapavschen
Induktionsgesetz; ferner ist das B-Feld quellenfrei.

Die zur zweiten MaxweLL-Gleichung (10) analoge
Gleichung fiir das Gravitations- und Corioris-Feld
soll jetzt aus den Einsteinschen Feldgleichungen der
Gravitation hergeleitet werden. Diese schreiben wir
zweckmaflig (mit der bekannten Bedeutung der Sym-
bole) :

R = —#(T> —3T6>) —262

%= (8af)/ct

(11)

mit (11 a)
(f =Newronsche Gravitationskonstante).
Nach der Definition des Energie-Impuls-Span-

wie folgt definiert:
ROtZuv 8:gly]v+§v2u +%,uvi; Div #g)=$3w]1[v 4
19 Die Bezeichnung dieser GroBen mit §) ist dem Buch von
H. Weyr, Raum, Zeit, Materie, Springer-Verlag, Berlin
1923, S. 187, entlehnt.
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nungstensors in der allgemein-relativistischen Hy-

drodynamik (Ruhdichte der Materie o0, Druck p)

— (o2 +p) Lo dIr —pos (1)

wird die Impulsdichte der stromenden Materie oder
Energie dargestellt durch
= (1/c) Tii= (1/c)(o ¢ +p) d”“df (12 a)

und die Energiedichte durch
drd d:z

u=T2=(oc%+p) —p:  (12b)
fiir ruhende Materie 20 wird daher
Pi=0, u=uz=o0c. (12¢)

Es ist demnach zu vermuten. daf} die Feldgleichun-
gen

Ry= —«(Ty—3T6p) —26y (119
den zweiten MaxweLr-Gln. (10) entsprechen, und
zwar dal}

—(c®/2f) Ryii= (4 a/c) pi (13)
den MaxweLL-Gleichungen
Divi = (4 7/c) j (13 a)

e* 4 7 1 .
und —-ZIR“ (u—T)+ 274 (14)
der MAXWELL-GleIChUIlg

DivtH=4ay (14 a)

analog ist. Wir fragen nun, wie § im Falle des Gra-
vitations- und Coriouis-Feldes definiert werden mul3,
damit sich diese Analogien in Identitdten verwan-
deln.

Zu diesem Zwecke versuchen wir zunachst unter
Einfihrung der Faktoren ¢ und 1/u den der ge-
wohnlichen Elektrodynamik entsprechenden Ansatz.
vgl. (6) und (7):

Oir="Dhir= (1/u) Bi= (/) (garji—
Dis=0; =e Ci=¢c® (g4l — &aila) -
Aullerdem schreiben wir die linken Seiten der Gln.
(13) und (14) bzw. (13 a) und (14 a) ausfiihrlich
hin:

c? i
= 2]R4

&4ilk) » (15)

(16)
{ T4/:]) Ft/l/l F4VT;“+T4/I'L»}81

20 Es sei noch bemerkt, da die pi nicht die Impulsdichten
der speziellen Relativitdtstheorie sind, sondern als raum-
zeitliche Komponenten des Materietensors eine verallge-
meinerte Impulsdichte darstellen. Dasselbe gilt von der
Energiedichte u [vgl. GL. (29 ¢)].

(17)
'\‘_jvll T//l T S’/ I-‘,mj g

Div* §
=" §

Der Vergleich legt es nahe. die CuristorreLschen
Symbole 1'%, mit den Feldgrofen $.% in Zusammen-
hang zu bringen. Bemerkenswert ist dabei, da} der
erste Term der rechten Seite von (16), der die Ab-
leitung von I'{, enthilt. in (17) kein Analogon be-
sitzt; das ist als ein Hinweis darauf aufzufassen,
dal} wir den Feldvektor $) entsprechend (15) als
schiefsymmetrischen Tensor aufzufassen haben, so

dal}

S~

Hu4=0 (18)

ist. Da aber andererseits die CuristorreLschen Sym-

bole I'}, durch
Iv«llrz %gﬂang W %gua (g4a|v—g4r]c) (19)

definiert sind. also I's,, nur im Falle der stationi-
ren Metrik (go4=0) schiefsymmetrisch in » und o
ist, kann .- zunichst nur im stationiren Falle mit
Iy, identifiziert werden. und zwar wird hierbei im

Hinblick auf (16) und (17)

‘85!"'= (02/4‘ f) (g4v]u—g4p]v)s (20)
so dal} nach (15) einfach
e=1/u=1/4} (21)

ist?. Um den Zusammenhang (20) auch im nicht-
stationaren Falle aufrechterhalten zu konnen, setzen
wir allgemein:

(%2 f) (22)
Demgemal 1a6t sich Gl. (16) mit Riicksicht auf (17)
und (18) schreiben:

— (/2 ) Ry* = §i"1u8™ (23)
+ & 02{ (glmg).aH)]/z - (glmgﬂali)l).
«ngFEu a g,wgﬁ.ai-l -r;vw} gb‘ .
Fiihren wir noch den (bei stationdrer Metrik ver-
schwindenden) symmetrischen Tensor

= gZZ L |4 ,guv)

4,,—-80",g g,,gl.;—‘- h; .

s

—&

C\)‘ur =g (g;u' | 4 (24')

ein, so wird die geschweifte Klammer in (23) die
Divergenz dieses Ausdrucks. Wir erhalten also

;f Ry ="+ &%, =Div*(H + ). (25)

2! Der in den Kopplungskonstanten ¢ und u auftretende Fak-
tor 4 ist derselbe, der schon friiher bei dhnlichen Analogie-
betrachtungen aufgefallen ist 1 2.
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Damit nehmen die Gln. (13) und (14) zunichst die
einfache Gestalt an:

Divi(H +®) = (4 a/c) p?, (26)
Divt(H+®) = (4da/e®) 2 (u—-Ti) +2ec2i. (27)
Um diese Feldgln. schliellich in eine (13 a) und

(14 a) vollig analoge Form zu setzen — auf der
linken Seite steht die Divergenz eines schiefsymme-
trischen Tensors — bringen wir Div*® auf die
rechte Seite, indem wir noch impuls- und energie-
artige Komponenten g¢ und g* definieren 2:

Divi® = — (47/c) &, Divt® = — (4a/c) g*. (28)

Damit nehmen die Feldgln. die endgiiltige Gestalt
an 2%;

Divi § = (4a/c) (i +¢)),

Divt § = (41/c) (p*+gt) L
mit
Pt=(1/2¢) (u—T§) + (¢c3/27) 4
=(1/2¢) (ug+4k+3p)
+ (ec3/2 ) 7, (29 a)
wobei k= (o 4 p) 2B (29 b)

ds®

die kinetische Energiedichte der stromenden Ma-
terie (oder Energie) bedeutet?*. Zwischen u und k
besteht die einfache Relation [vgl. (12b)]:

dz, dxu

u—2k=(0c*+p) —ii5

(29 ¢)

—p=0c=u,.

Es ist nun naheliegend, zu vermuten, daf} g’ (neben
p¥) die Impulsdichte des nicht-stationdren Gravita-
tionsfeldes darstellt und g* (neben p*) die mit der
Impulsdichte verbundene Energiedichte des Gravita-
tationsfeldes bedeutet, entsprechend der kinetischen
Energiedichte der bewegten Materie. Denn es ver-
schwindet g* zusammen mit ¢’ im stationdren Fall.
Wir werden im folgenden Abschnitt zeigen, daf sich
diese Vermutung bestitigt.

Die Definitionen (20), (24) und (28) gestatten
es also, die Feldgleichungen der Gravitation fir die
Komponenten gi. des metrischen Feldes in die den
MaxweLr-Gleichungen entsprechende Form

Div = (4 7/c) (p+¢)

zu bringen. AuBerlich besteht der einzige Unter-
schied zur Elektrodynamik in der zuséatzlichen Ener-

(30)

19

2 A. Ewstewy, Ann. Phys., Lpz. 49, 804 [1916]; §§ 15, 16.
23 S, N. Guera, Phys. Rev. 96, 1683 [1954].

o

gie-Impulsdichte g, zu der es in den MaxweLL-Glei-
chungen kein Analogon gibt. Wenn die vorliegende
Darstellung die allgemeine Integration der Feldglei-
chungen auch nicht erleichtern diirfte, so wird sie
sich jedoch vor allem dort als niitzlich erweisen, wo
man zu einer gegebenen Grundmetrik Corroris- und
Zentrifugalfelder berechnen mochte, die durch nach-
triaglich eingefiihrte (die Grundmetrik nicht wesent-
lich storende) Materiestrome erzeugt werden (vgl.
Abschnitt 5). Uberhaupt ist allein in diesem
Grenzfall schwacher Felder die Analogie zu den
MaxwerL-Gleichungen vollstindig; nur dann haben
wir ndmlich ein lineares Differentialgleichungssystem
fur die FeldgroBen, entsprechend den MaxweLr-Glei-
chungen. Fiir starke Felder ist die Analogie mehr
duflerlich, da in diesem Fall die Gleichungen infolge
der kovarianten Ableitungen nicht-linear in den
Feldgroflen sind. Dariiber hinaus gestattet unsere
Darstellung aber auch einen tieferen Einblick in das
Zustandekommen der Gravitationswirkungen gemil}
den Einsteinschen Feldgleichungen (s. insbesondere
Abschnitt 4). Der Verzicht, der hierbei allerdings in
Kauf genommen werden muf}, besteht in der Auf-
gabe eines wesentlichen Teils der Invarianzeigen-
schaften des metrischen Feldes (s. Einleitung).

3. Erhaltungssitze

In der Elektrodynamik ergibt sich die Kontinui-
tatsgleichung fiir Strom und Ladung, indem man die
fiir schiefsymmetrische Tensoren giiltige Relation

Div(Div* §) = (Div* ) 1. =0 (31)

auf die Maxwerr-Gleichungen anwendet. Dement-
sprechend erhalten wir aus den Feldgln. (30) fol-
gende Kontinuitdtsgleichung fir Gravitationsfeld
und Materie:

Div(p+g) =0. (32)

Da andererseits fiir die Materie allein auf Grund der
Divergenzfreiheit von T, bereits die Kontinuitéts-
gleichung

(1/e) Toyu=0 (33)
gilt, die mit Riicksicht auf (12 a) und (12b) in die

Form

Div (P}, u/c) — (1/e) I, T.,*=0 (33 a)

24 'Wir haben im Ansatz fiir den Energietensor (12) Spannun-
gen der Materie nicht aufgenommen. Solche konnen aber
ohne weiteres nachtriaglich in P beriicksichtigt werden.
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gesetzt werden kann, so ergibt sich durch Subtrak-
tion von (32) und (33 a) fiur das Gravitationsfeld
folgende Kontinuititsgleichung

Div[g), p* — (u/c) +g*]1 + (1/c) Iy, T =0. (34)

Hiernach betrigt die Impuls- und Energiedichte des
Gravitationsfeldes 25:

(1fe) 1 =¢',

Wihrend der Div-Term in (34) den Zusammenhang
zwischen der zeitlichen Anderung der Energiedichte

tt=c(pt+gt) —u. (35)

und der rdumlichen Divergenz des Energiestromes
des Gravitationsfeldes enthilt, bringt der letzte Term
die Wechselwirkung zwischen Gravitationsfeld und
Materie zum Ausdruck 26: Das Gravitationsfeld iiber-
tragt Energie und Impuls auf die Materie.

Wir wollen nachtréglich zeigen, dall die Defini-
tion (35) der tiblichen Energie-Impulsdefinition des
Gravitationsfeldes gemal3

{V—g(T+1,)}14=0,

vollig dquivalent ist..Dazu setzen wir (35) in diese
Gleichung ein und priifen. ob sie erfillt ist. Das ist
in der Tat der Fall. Denn substituieren wir noch 7,*
gemil} (12a) und (12b). so ergibt sich genau die
Kontinuitatsgleichung (32).

Dariiber hinaus gelten fiir das €, B-Feld wegen
der Feldgln. (30) ganz analoge Beziehungen wie fiir
die entsprechenden Felder in der Elektrodynamik.
Insbesondere lafit sich ein . Energie-Impuls-Span-
nungstensor angeben, dessen Divergenz die Kraft-
und Leistungsdichte des €. B-Feldes ergibt. Die
Kraftwirkungen werden auch hier von den ,,Span-
nungen des Feldes iibertragen, ganz im Sinne der
Farapay—MaxweLLschen Idee der Feldwirkung.
Ebenso 1aft sich eine Ausbreitungsgleichung fiir das

@€, B-Feld herleiten.

g= lguv! (36)

4. Die Quellen des Gravitationsfeldes (G-Feld)
und des Coriolis-Feldes (B-Feld)

a) In statischen Rdumen, in denen die Gravita-
tionspotentiale g., von der Zeit unabhiangig und
Corioris-Felder nicht vorhanden sind, treten auch
keine Materiestrome auf: p’=0. Ursache des Gravi-
tationsfeldes sind nach (29) und (29 a) allein die

% Man wird in ¢;* nur GroBen des metrischen Feldes erwar-
ten. Das laft sich erreichen, wenn man ¢ p*—u auf Grund
der Feldgln. (11) durch Feldgroflen ersetzt; man erhilt:

tt=cgt— (/%) (3 R+4).

Ruhenergiedichte u, der Materie, der Druck p und
allenfalls die kosmologische Konstante 1. Ein Bei-
spiel hierzu ist die Scuwarzscuiipsche Losung fiir
eine ruhende Flissigkeitskugel %7.

b) In stationiren Raumen, in denen die Gravita-
tionspotentiale ebenfalls von der Zeit nicht abhan-
gen, aber Corrovis-Felder vorhanden sind, liegt der
Ursprung dieser Felder in den stationdren Materie-
stromen Pi. Die Gln. (29) fiir die Quellen des
Corrouis-Feldes stimmen mit den entsprechenden
Gln. (13 a) fir das stationdare Magnetfeld genau
tiberein. Als Ursache fiir das Gravitationsfeld er-
scheint hier in (29 a) zusitzlich noch die kinetische
Energiedichte & der stromenden Materie. Sie erzeugt
insbesondere bei rotatorischer Bewegung der Mate-
rie Zentrifugalkrédfte. An dieser Bezeichnungsweise
wollen wir auch dann festhalten. wenn diese Krifte
je nach der Verteilung der kinetischen Energiedichte
nicht zentrifugal. sondern zentripetal gerichtet sind

(vgl. Abschn. 5, Absatz d).

Es muf} jedoch besonders hervorgehoben werden,
daB das Corroris-Feld durch die Impulsdichte im
Endlichen nicht immer eindeutig festgelegt wird.
Vielmehr sind zur vollstindigen Bestimmung des
Corrovuis-Feldes aufler den Feldgln. (29) im allge-
meinen noch Grenzbedingungen im rdumlich Unend-
lichen notwendig. Aus den Satzen von Cu. SOERGEL-
Fasricrus 28 1idft sich entnehmen, daB nur in einer
raumlich geschlossenen Welt, in der Grenzbedingun-
gen im Unendlichen tiberhaupt entfallen, das Corro-
L1s-Feld ausschliefilich durch die Impulsdichte (im
Endlichen) festgelegt wird.

Dieser Umstand wirft auch ein gewisses Licht auf
die Eigentiimlichkeiten des GoperL-Kosmos?®. Be-
kanntlich handelt es sich hierbei um ein homogen
mit Materie erfiilltes, unendlich ausgedehntes statio-
niares Universum ohne Materiestrome im Endlichen,
aber mit nicht verschwindendem Coriouis-Feld. Im
Sinne der obigen Bemerkung iiber den Einfluf} des
Unendlichfernen kann dieser zundchst paradox er-
scheinende Sachverhalt folgendermaflen verstindlich
gemacht werden: Ein Universum mit gleichmafiger
Dichte sei in einzelne Zellen mit rotierendem (ma-
teriellem) Inhalt aufgeteilt; und zwar sollen die axia-
len Vektoren des Impulsmomentes der Zellen ,,lokal

26 Einem solchen Term entspricht in der Elektrodynamik die
Jouresche Wirme.

27 K. ScuwarzscuiLp, Berliner Sitzungsberichte 1916, S. 424.

28 Cu. Soercer-Fasricivs, Z. Phys. 161, 401 [1961].

2% K. GopeL, Rev. Mod. Phys. 21, 447 [1949].
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parallel® gerichtet sein. Offensichtlich kompensieren
sich hierbei die Materiestrome nahezu. falls man
tiber Raumteile mittelt. welche eine groflere Zahl
von Zellen enthalten; es ist also ndaherungsweise im
ganzen betrachteten Raumgebiet

D=0,

Das betrachtete (endliche) Raumgebiet ist aber an-
dererseits von einem Materie-Ringstrom umgeben,
der fiir das Auftreten von Corioris-Kraften verant-
wortlich gemacht werden kann (&hnlich wie bei den
AwmpEreschen Molekularstromen, welche das Magnet-
feld der Ferromagnetika erzeugen). Offenbar dndert
sich hierbei im wesentlichen auch dann nichts. wenn
groflere Raumteile betrachtet und
schliellich zum unendlichen Raum tibergeht. In die-
sem Sinne kann das Auftreten von Corroris-Kréften
im GopeL-Kosmos ohne (makroskopische) Materie-
stromung auf einen unendlich fernen Ringstrom zu-
riickgefiihrt werden, der aber in den Gleichungen
der Theorie keinen Ausdruck findet3°. Es scheint.
dal} nach diesem Modell einer (in den Gleichungen
latent bleibenden) inneren Materiestromung das Ver-
halten des GopeL-Kosmos physikalisch weitgehend
verstandlich gemacht werden kann.

Beispiele stationdrer Felder mit stromender Ma-
terie im Endlichen sind einerseits die rotierende
Hohlkugel im unendlichen Universum 6, anderer-
seits das Modell rotierender Massen im EINsTEIN-
Kosmos 17. Die gegen den unendlichen Raum lang-
sam rotierende Flussigkeitskugel soll im néchsten
Abschnitt als Beispiel fiir die Anwendbarkeit unserer
Gleichungen behandelt werden.

man Iimmer

¢) In nicht-stationidren Rdumen, in denen die Gra-
vitationspotentiale g.» von der Zeit abhédngen, liegt
der Ursprung fiir das CorroLis-Feld nach Gl. (29)
einerseits in der Impulsdichte der Materie )', ande-
rerseits in der Impulsdichte des Gravitationsfeldes
a’. Als zusitzliche Quelle fiir das €-Feld erscheint

die zu g’ gehérende Energiedichte g*.

Bis heute sind nur wenige nicht-stationire Losun-
gen der Eixsteinschen Feldgleichungen bekannt. Es
sind dies die Friepmann—Lemartreschen Losungen
fiir das expandierende Universum3!. Der Kosmos

30 In dhnlicher Weise kann in der Elektrodynamik zu einem
homogenen Magnetfeld stets ein das Magnetfeld erzeugen-
der unendlich ferner Ringstrom hinzugedacht werden. Der
Goper-Kosmos ist daher ein spezielles metrisches Analogon
zum homogenen Magnetfeld in der Elektrodynamik. (Ein
anderes einfaches Analogon ist das ,rotierende® Laborato-
rium.) Beide Losungen, der MaxweLL-Gleichungen in der

ist hierbei mit einer homogenen Materiedichte o er-
fillt und besitzt eine (nur von ¢ abhéngige) isotrope
Expansion, wie es den tatsdchlichen Verhiltnissen
weitgehend entspricht (Hussresche Nebelflucht). Al-
lerdings treten keine Corioris-Felder auf, und des-
halb sind diese Losungen zur niheren Erliuterung
der voranstehenden Sitze nicht geeignet. Ebenso
wie die Impulsdichte p’ der Materie verschwindet in
diesen isotrop expandierenden Weltmodellen die Im-
pulsdichte g’ des Gravitationsfeldes.

5. Die rotierende Fliissigkeitskugel als Beispiel

a) Grundmetrik

Wir legen den folgenden Uberlegungen die be-
kannte ScuwarzscuiLpsche Losung der Einsteinschen
Feldgleichungen fiir eine ruhende inkompressible
Flissigkeitskugel der Dichte 0 zugrunde 32. Sei ry der
Radius der Flissigkeitskugel, so lautet die Metrik in
raumlichen Polarkoordinaten fiir r < r,

ds?= —e*dr? —r2 d¥2 — r?sin® 9 dg? + e* (da?)2
mit e “=1— (r?/Ry?), Ry>= (3/x0c?).
= (4-3V1-r3R?®)2, A=3V1-r?Ry
und fiir r = r;

ds? = —e % dr® — 2 d¥? — r?sin®2 ¥ d¢? - e (da?) 2
e¥=1— M3,
M>=2mf/c®r,

mit
m= (47/3) or.

Der Druck p in der Flussigkeitskugel ist
3V1-r*/R2—4

l p= 2 2 /p 2
Ry32(A—%V1—r2/Ryp?)

oder angenihert

p=31f(r*—r?) =4[ (ry® ~1*) /Re®] o .

(37)

Die kosmologische Konstante 42 haben wir Null ge-
setzt.

Diese ScuwarzscuiLpsche Losung soll nun dahin-
gehend modifiziert werden, dal} die Flissigkeits-
kugel um die z-Achse mit der konstanten Winkel-
geschwindigkeit @ = ¢ langsam rotiert (r w/c <1).
Dabei moge die Dichte der Flissigkeit als so klein
angenommen werden, dafl wir im folgenden die in

Elektrodynamik bzw. der Gravitationsgleichungen, haben
einen stark idealisierenden Charakter.

31 P. Jorpan, Schwerkraft und Weltall, Vieweg, Braunschweig
1955, S. 101 fi.

32 K. ScuwarzscuiLp, Anm. 27 und Berliner Sitzungsberichte
1916, S. 189.
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% 0 quadratischen Glieder gegen die ibrigen ver-
nachlissigen diirfen. Wir haben demnach fiir r<ry:

l *P’ pz~p
p? = pl_(l/()(l)( +P) dx é’udtp
N 38)
Pt=(1/2¢)(0c2+4k+3p). (
k=—3%(oc®+p) g"-';dqi
&2

Hierin wollen wir alle bis zu den in @ quadratischen
Gliedern berticksichtigen. Es ergibt sich:

PL=p>=0. P = (0+p)(w/c?). (38 a)

pi= (I/Z(IL)( +3p+2(0ct+p) w_r-:m-ﬁl
T

Ferner ist fur dieses stationiare Problem

qg=0. (38b)

Damit konnen wir jetzt die durch die Rotation der

- 1 ~ 1 ~
Oayg + 2 322 + 2 ctg ? Do =
und die vierte

& 2 - 1 ~ tg
Dyt | Da+ —; Dep+ e D=

Flissigkeitskugel erzeugten Corrioris- und Zentri-
fugalfelder auf Grund der Feldgln. (29) berechnen.

b) Die Feldgleichungen

Wir wollen im folgenden den geringen Einflul}
des Druckes p gegeniiber dem der Dichte o unbe-
riicksichtigt lassen [vgl. Gl. (37) ]. Die beiden ersten

GIn. (29) (i=1.2) lauten somit sowohl fiir r<r,
als auch fur r>ry:
Do+ (1/sin? ) Higz+ D ctg? =0, (39)
2 o111+ (1/sin2 9) Hayy =0. (40)
Andererseits gilt aus Symmetriegriinden
D=0,  Huz=0. (41)

so dal} die beiden Gln. (39) und (40) bereits er-
fullt sind. Die dritte Gl. (29) (i=23) lautet mit
Riicksicht auf (41). (38a) und (38b) innerhalb

unserer Niherung

[(47/c) owr?sin®d, r<ry (42)
10 . T>T1y

*2_.,L,*4,~[Q(w?’/('ﬂ)rgsingl?. r<T1 (43)
0 s T>Ty .-

Wir dirfen aus Symmetriegriinden annehmen. dal} auch die zu $) gehorenden Potentiale gy, von ¢ nicht

abhingen. Dann haben wir

Dsi= — (/4 ]) g

und wegen der Stationaritit
.‘{341 =

(Dabei ist also y

— (3[4 ) guii»

die durch die Rotation der Fliissigkeitskugel hervorgerufene Storung des Potentials gy,

(44)

Su=8u+7- (44 a)

fir die ruhende Kugel.) Damit erhalten wir aus (42) und (43):

[2%0mer?sin®d, r<ry.

1 1
o SR 1913 tcrl? o = 42 a
B — , Ba3iziet , CBV Bugpe 10 iy (42 a)
2 220 w2 r?sin? 9, .
i+ —vh + 127"-2‘2’*‘ I_Ctgﬁi'zzl #QUITSIEYy T<ny (43 a)
7 r r l0 s TFT.

Die Losung der ersten Gleichung ist das ,,Potential®
fiir das Corrouts-Feld. die Losung der zweiten Glei-
chung das ,.Potential“ fiir das Zentrifugalfeld der
rotierenden Kugel.

¢) Das Corioris-Feld

Zur Losung von (42 a) machen wir im Hinblick
auf die rechte Seite den Separationsansatz:

g4y =/ (r) sin2 . (45)
Damit erhalten wir:
> : 2x0wecr3, .
—f 2l = [2Reeers T<n. )
]0 Py

Diese Diff.-GIn. l6sen wir durch einen Reihenansatz;
wir setzen

fr) =
f(r) =

Zan rt fir r<ry, (47)

n
Z by r*

n

fir r>ry (47 a)
mit a, und b, als zu bestimmenden Konstanten (n
positiv oder negativ ganzzahlig oder 0) .

Es ergibt sich als Losung

f(r) = —txowert+asr?*+a_r 1t fir r<ry,
(47")
1) =bsr®+b_41r1 fir r>r,.

(47 a")
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Wir miissen nun verlangen, dal (47") im Innern
der Fliissigkeitskugel singularitatenfrei ist und daf}
(47 a") im Unendlichen verschwindet, damit unsere
Losung dort in die Minkowski-Metrik tbergeht
(Grenzbedingung im Unendlichen). Deshalb haben
wir

By ol

a_1=0.

zu setzen. Die allein von Null verschiedenen Kon-
stanten a, und b_; werden dadurch bestimmt. daf}
die beiden Losungen (47") und (47 a") an der Fliis-
sigkeitsoberflache r = r; stetig und mit stetiger erster
Ableitung ineinander iibergehen miissen. Es ergibt
sich so:

b y=tszo0werd

(48)

as=1xower?
Damit lauten die Komponenten des Vektorpotentials
fir das Corrovris-Feld fiir r <ry

841=0. &2=0.
gas=#20wc(dr2—1r2) r?sin®

(49)

und fir r>r;

812=0.
gi3=1 20w c(rd/r)sin?d.

841 = 0 ’ (49 a)
Die Komponenten des B-Feldes sind fiir r<r;

B,=2x0wc(tr?—1r) r’sindcosd,

Bo=—2xpwc*(5r>—2r?) rsin®d, (50)
2}(, =0
und fir r>ry
B, = xowc(r’/r) sin ¥ cos ¢
= (4 f/c) (I/r) sin cos V.
By =3 % 0w (r/r?) sin? Y (50 a)
= (2f/e) (I/r?) sin® ¥,
%r,;:o,
wobei [={mordow
AZ
Pdw
.
0 X

Abb. 1. Schnitt durch das um die z-Achse rotationssymmetri-
sche Corroris-Feld (B) der rotierenden Fliissigkeitskugel.

den Drehimpuls der rotierenden Fliissigkeitskugel
bedeutet.
Die Intensitit des B-Feldes betragt fiir r>r,

B =2(fle) (I/r3)V1+3cos2 .

B beschreibt also ein Dipolfeld, dessen Stirke dem
Drehimpuls der rotierenden Kugel proportional ist
(und bekanntlich mit der dritten Potenz von r ab-
nimmt). Der Verlauf des B-Feldes ist in Abb. 1 dax-
gestellt.

d) Das Zentrifugalfeld

Zur Losung der Diff.-Gl. (43 a) erweist sich ein

Ansatz der folgenden Art als geeignet:
y=f(r) sin® 9 +g(r). (45 a)

Damit erhalten wir fir f und g folgende Diff.-Gln.:

7 ’ > 2207'2(02. r<ry., =
2 —(6/r?) f= [2=¢ ' £ 1
[ @6 - NG
g +(2/r)g + (4/r*) f=0. (52)
Wir losen sie wieder durch Reihenansatze:
f(r) = Zan ., g(r) = Za,, . (53)
fir r<ry. wobei a,.a,=const.. und
fr) = Sbort. gl = Y. (53a)
n n
fir r>r;. wobei b,,p,=const.

Beriicksichtigen wir. dafl die Losung im Innern der
Flussigkeitskugel singularitdtenfrei sein muf} und im
Unendlichen in die Minkowski-Metrik iibergehen
soll (Grenzbedingung im Unendlichen), so erhalten
wir fir r<ry

f(r)=1txow i .

g(r):_7‘%A9(“2r4_§02r3+a0 (53%)
und fir r>ry

f(r):b_37_3, ,

g(r)=—3b_yr3+8_,r1. (53 ")

Die vier Konstanten a,, b_; und 2,. f_, werden
durch die Anschlulbedingung bestimmt, daf} die Lo-
sungen (53") und (53 a’) an der Fliissigkeitsober-
fliche r =r; stetig und mit stetiger erster Ableitung
ineinander iibergehen miissen. Es ergibt sich so:

ay=—Ltxzow?r?,

==, b 2.4
Q= —3XQ0W7ry,

b_s=—F%x2pw?r/,
2 Rt (54)
B-1=—15 now?rd.
Damit lautet das Potential fir das ,,Zentrifugalfeld*
fir r<ry
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o {(r¥—%r?) rPsin?d — 5t + Hr ¥ —irt} (55)
und fiir r>r, Z%/O 2{E —sin? ) H(r7/r®) — 3(r%/r) } . (55a)
Die Komponenten des Zentrifugalfeldes 3 = — grady (Bestandteil des C-Feldes) sind fiir r<r,

B= —2xgw?ctr {(3r—hry?) sin? & 4 fyr,— f5 %),

Fo=2x0w*(Lr2—4r*) rPsindcos?d, 3p=0 (56)
und fiir r>r, Br=—3x0w?c? {3(r%/r®) — (3 —sin2P) 3 (r,7/r?))}

Bo =570 w*c(r7/r¥)sin¥cos}. 3,=0. (56 a)

Das 3-Feld ist in Abb. 2 dargestellt. Der Feldlinien-
verlauf wird verstindlich, wenn man bedenkt. dal}
die ,,Zentrifugalkraft” auf der Gravitationswirkung
der kinetischen Energie der Materie beruht. Fur
grofle Abstinde von der rotierenden Kugel wird das
H-Feld zentralsymmetrisch und nimmt wie 1/r* ab.
Wir haben als einzige von Null verschiedene Kom-
ponente

3= —Hxow?(r/r?)

= — (8f/c) (T[r®)

T=%#n0w?r,

(56b)

wobei

die kinetische Energie der rotierenden Flussigkeits-
kugel bedeutet. Dafl das 3-Feld in der Nihe der

rotierenden Kugel nicht mehr zentralsymmetrisch ist.

Abb. 2. Schnitt durch das um die z-Achse rotationssymmetri-
sche Z( ntrifugalfeld (3) der rotierenden Vollkugel. Die Kraft-
linien versickern einerseits in der Aquatorebene bei r=0 und
r=0,54 ry, andererseits im Unendlichen. Nur innerhalb
der gestrichelt eingezeichneten Ellipse (Rotationsellipsoid)
24 2%4-9 z2=7 r;® hat das Feld mit Ausnahme auf der z-Achse
eine zentrifugale Komponente. Auflerhalb der Ellipse und auf
der ganzen z-Achse ist es dagegen zentripetal.

beruht auf der rotationssymmetrischen Verteilung
der kinetischen Energiedichte innerhalb der Kugel.

Es sei hier besonders hervorgehoben, dafl das
Gravitationsfeld (C-Feld) der rotierenden Kugel
schlieBlich noch dadurch eine Korrektur erfihrt, daB}
die Flissigkeitskugel infolge der Rotation zu einem
Ellipsoid abgeplattet wird. Da sich fiir die mathema-
tische Behandlung Problems aber eine
exakte Kugelgestalt des rotierenden Korpers als be-
sonders geeignet erwiesen hat, beriicksichtigt man

unseres

statt einer Abplattung der Kugel besser kunstlich
eingefiihrte innere Spannungen ¢;; , die eine Abplat-
tung der Kugel verhindern. Der einzige Unterschied
zur voranstehenden Rechnung besteht dann darin.

dal es in (38) heilt
= (1/2¢) (0 2+4k+3p—o0i),

wobei wir die Spur ¢,/ unmittelbar der zitierten Ar-
beit von HonL und Mavk 2 entnehmen kénnen:

i=o0w?r’sin® Y.

Der einzige Einflull der Spannungen o, auf die ent-
scheidende Gl. (43 a) fir das Zentrifugalfeld besteht
dann schlieBlich darin, daf} die rechte Seite um den
Faktor 3 kleiner ist. so da} bei Beriicksichtigung der
inneren Spannungen der Kugel lediglich die Poten-
tiale des Zentrifugalfeldes und damit die Feldstarke
selbst mit dem Faktor 4 zu multiplizieren sind.

e) Experimentelle Nachpriifung des Coriovuis-Feldes
AbschlieBend wollen wir den Einfluf} der Rotation

eines Himmelskorpers (Sonne oder Planet) auf
einen Satelliten (Planet oder Mond) untersuchen.
Dabei beschrinken wir uns allein auf die Effekte,
die linear in der Winkelgeschwindigkeit « des Him-
melskorpers sind, d. h. allein auf den EinfluB} des
Coriovis-Feldes. Zunichst soll der EinfluB auf die
Umlauffrequenz, dann der Einflul} auf die Peri-
zentrumsbewegung des Satelliten berechnet werden.
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Nehmen wir an. daf3 sich ein Mond auf einer
Kreisbahn in der Aquatorebene eines Planeten be-
wegt. dann erhalten wir nach (3¢) und (50a) fiir
die Kreisfrequenz wy des Mondes folgende Bezie-
hung:

M= (mf[r?) + 5 %o S (ry¥frt) oy =03 (57)

f = Newronsche Gravitationskonstante, m = Masse
des Planeten, r = Entfernung zwischen Planet und
Mond, r; = Halbmesser des Planeten.

Die Auflosung dieser Gleichung nach wy ergibt.
wenn wir nur die in @ linearen Glieder berticksich-
tigen:

ox=Vmflrd=2(mf/r®) (r?/c®) o.

Der Betrag von wy ist also bei gleichsinnigem Um-
lauf von Planet und Satellit kleiner, bei ungleich-
sinnigem Umlauf grofer, als nach der gewohnlichen
Newroxschen Gravitationstheorie zu erwarten ist.
Der relative Unterschied belduft sich auf

(Aoy/owy) = — 2Vm f[r? (r?/c) .

Selbst fiir den gunstigsten aller Monde innerhalb
unseres Planetensystems, fiir den innersten Jupiter-
mond, betrdgt

(dwy/wy) = —5,7-10710

(58)

(59)

und liegt somit weit unterhalb der Beobachtungs-
grenze.

Nehmen wir weiter an, dafl sich der Mond in der
Aquatorebene auf einer elliptischen Bahn bewegt.
so ergibt sich aufler der Perizentrumsbewegung ge-
mill dem Einstein-Effekt noch eine zusitzliche Peri-
zentrumsdrehung, die vom Coriouis-Feld herriihrt.
Letztere soll hier berechnet werden. Die Bewegungs-
gleichungen hierzu lauten nach (3¢) und (50 a):

(60)
(61)

Forit = frow 3R (mflr),
re+2rrgp=—Zxowc(r’rA)r.

Die letzte Diff.-Gl. 1afit sich integrieren (verallge-
meinerter Flachenansatz) :

(62)

Durch Multiplikation von (60) mit 7 und (61) mit
¢ und nachfolgender Addition erhilt man

2y — Exowc?(r®/r) =F =const.

rFHrr@2+r29@+(mf/rr)r=0  (63)
und durch Integration (Energiesatz) :
L(r24+r2¢2) — (m f/r) =E =const. (64)

Aus Fldchensatz und Energiesatz folgt nach der Sub-

stitution r=1/s in bekannter Weise als Diff.-Gl. fiir
die Mondbahn:

{(ds/dp)2+ s2} [1+ 45 (20 @ 3[F) 1y® 5] (65)
—(2E/F2) + 2mf/F?) s. 2
Beriicksichtigen wir nur in @ lineare Glieder. so er-
halten wir hieraus:

(2B glmr g

= ,’12 w .
iy = mf-L E)a

F2 & ¢z F3

2
—(1+{$m2f2 Iy w>52_

(66)

¢ F3

Mit den Abkiirzungen
@=1+1Em? f2(r3/c?) (w/F3),
DI - . A, (67)
m f—5m f(rd/c*) (w/F) E
=1+ (2EK?*/F?a?)

ergibt sich daraus die Bahngleichung

s=1/r=(1/k){1+ecosal(p—p,) }. (68)

(¢ = Integrationskonstante). Sie entspricht fiir e <1
(E<0) einer langsam prizedierenden Keprer-El-
lipse, wobei das Perizentrum bei einem Umlauf um

den Winkel
0=a(l-a?) = —1f am?f2(r/c?) (w/F?) (69)

bl

vorriickt 33. Approximieren wir schlieBlich die ellip-
tische Mondbahn durch eine Kreisbahn, so dirfen
wir F? = (m? f?) /wy setzen und erhalten:

0= —1ar?waoy/3. (70)
Doch ist diese zusitzliche Perizentrumsbewegung im
allgemeinen klein gegen diejenige, die gemall dem
Einstein-Effekt zu erwarten ist, und konnte deshalb
bisher nicht nachgewiesen werden. Fiir den giinstig-
sten aller Monde innerhalb unseres Planetensystems,
fiir den innersten Jupitermond, betrigt 6 = —3"51”
im Jahrhundert, wihrend allein auf Grund des Ein-
steiN-Effektes sich innerhalb derselben Zeit 37" 35"
ergeben.

Wenn sich die zu erwartenden Effekte auch noch
der Beobachtung entziehen, so haben unsere Unter-
suchungen doch gezeigt, dall zwischen Gravitations-
theorie und Elektrodynamik eine sehr weitgehende
Analogie besteht. Insbesondere hat sich in diesem
Zusammenhang auch die Einsteimn—Macusche Idee
bestatigt, dafl die Trigheitseffekte (vgl. Abschn. 1)
auf Wechselwirkung der Materie zurtickgefiihrt wer-

33 J. Lensk, Astronom. Nachr. 206, 117 [1918].



30 F.SAUTER UND D. WAGNER

den konnen. Diese ist der elektromagnetischen Wech-
selwirkung elektrischer Ladungen sehr ahnlich.

Meinem verehrten Lehrer, Herrn Prof. H. Hoxw,
danke ich sehr herzlich fiir alle Anregungen und Rat-

schlige zu dieser Arbeit und fiir die Moglichkeit, sie
an seinem Institut mit Unterstiitzung durch die Deutsche
Forschungsgemeinschaft durchzufiihren. Fiir klirende
Diskussionen bin ich auch Herrn Dr. K. Wesrprant
sehr dankbar.

Zur Theorie des Mobauer-Effektes

Von F. Sauter und D. WaceNER

Aus dem Institut fiir Theoretische Physik der Universitit Koln
(Z. Naturforschg. 17 a. 30—36 [1962] ; eingegangen am 30. Oktober 1961)

Es wird gezeigt, daf} sich der Mosssaver-Effekt, nimlich das Auftreten einer scharfen. praktisch
unverschobenen Linie neben einem breiteren Kontinuum bei der Emission von y-Strahlung durch
einen im Kristallgitter eingebauten Kern, korrespondenzmifig auch vom Standpunkt der klassischen
Physik aus verstehen lif3t. sofern man dabei der Quantentheorie in der bei optischen Problemen
iiblichen Weise durch zwei naheliegende, aus der Quantenmechanik deduzierbare Zusatzvorstellun-
gen Rechnung trégt.

Der Kernpunkt bei dieser halbklassischen Deutung der unverschobenen MgssBaver-Linie besteht
in der Vorstellung. dafl der widhrend der Emissionszeit 7 der y-Strahlung auf den emittierenden
Kern iibertragene Riickstolimpuls wihrend dieser Zeit vermittels der dabei angeregten Schallwellen
sofort in das Kristallgitter dissipiert. so dafi die durch den Riicksto} bedingte zusiitzliche Geschwin-
digkeit des Leuchtkerns und damit auch die Dopplerverschiebung der 7-Linie praktisch unmerklich
klein bleibt.

Die Deutung des zusidtzlichen Kontinuums kann in Analogie zur Deutung des Temperatureinflus-

ses auf Roxtcex-Interferenzen am schwingenden Kristallgitter nach v. Lavk u. a. erfolgen.

I. Die Problemstellung

Die Gestalt des Emissions- (und Absorptions-)
Spektrums eines y-Strahlers hingt nach MssBavEr !
wesentlich davon ab. ob sich der y-Strahler frei im
Gasraum bewegen kann oder ob er in ein Kristall-
gitter eingebaut ist. Bei der Emission durch ein
freies Atom mit der Masse m und der Anregungs-
energie h w, wird eine scharfe y-Linie ausgestrahlt.
deren Frequenz o nach der Beziehung

ho=hwy,—R mit R=(hwy?/(2mc) (1)

verschoben ist; denn das strahlende Atom mul} bei
der Emission den RiickstoBimpuls k wg/c tiberneh-
men und dahcr dem y-Quant die angegebene Ener-
gie R entziehen. Ist das emittierende Atom jedoch
Bestandteil eines Kristallgitters, so ist nach Mdoss-
BAUER eine scharfe y-Linie bei w = w, zu beobachten
(,,MossBaver-Linie“), an die sich, im besonderen
gegen kleinere Frequenzen hin, nach Aussage der
Theorie ein (bisher noch nicht beobachtetes) Kon-
tinuum anschlief3t.

Die bereit:; von MossBaver gegebene Deutung die-
ses y-Spektrums im Rahmen der Quantenmechanik

L R. L. Mosssaver, Z. Phys. 151, 124 [1958]; Z. Natur-
forschg. 14a, 211 [1959].

liegt auf der Hand. Infolge der Wechselwirkung zwi-
schen dem emittierenden Atom und dem Gitter kann
sich durch den Emissionsprozell der Schwingungs-
zustand des Kristalls dandern. indem Phononen er-
zeugt (oder bei hoheren Temperaturen auch absor-
biert) werden. so daf} die emittierte Frequenz w
durch die Beziehung

ho=hw,— N Ang ik w,g,; (2)

aj

gegeben ist: dabei bedeutet w, ; die Frequenz der
Gitterwelle mit dem Ausbreitungsvektor g und dem
Polarisationszustand j (mit j=1. 2, 3), und 4n, ;
gibt die Anderung der entsprechenden Phononen-
zahl wihrend der y-Emission. Die scharfe Moss-
BAUER-Linie entsteht fiir den Fall, da} der Quanten-
zustand des schwingenden Gitters beim Prozel} nicht
gedndert wird (dng ;=0). Bei der quantenmechani-
schen Behandlung des MossBaver-Effektes -2 hat
man somit die Wahrscheinlichkeit fiir die Emission
eines y-Quants entsprechend (2) fir jeden Satz der
Ang, ; zu berechnen und daraus die Intensititsvertei-
lung J(w) der y-Linie zu ermitteln. Man kommt so
zu einer Intensitatsformel in Gestalt eines recht ver-

2 Vgl. hierzu auch die ausfiihrliche Untersuchung von J.
Perzowp, Sitzungsber. der Heidelberger Akad. 1960/61,
5. Abh.; Z. Phys. 163, 71 [1961].



